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Statistical Model Calculations on Diatomic Molecules and 
Molecular Ions 

Using a statistical shell-model, the equilibrium internuclear distances and total molecular energies 
have been computed for Li~-, Li2, Na~ and Na2- The results are in good agreement with experimental 
data. 

Key words." Alkali metals, diatomic molecules and molecular ions containing 

1. Einleitung 

Zur theoretischen Berechnung verschiedener physikalischer Eigenschaften von 
Atomen insbesondere auch h6herer Perioden, bew/ihrte sich bereits ein von Gom- 
bas und Landanyi [1-7] entwickeltes statistisches Schalenmodell, dessen beson- 
deter Vorteil darin liegt, dab die bei quantenmechanischen Verfahren rechenauf- 
wendige Berticksichtigung des Pauli-Verbots dutch die Einfiihrung eines Pseudo- 
potentials ("Besetzungsverbots-Potential") stark vereinfacht und die Rechenzeit 
ohne allzu groBen Genauigkeitsverlust erheblich verkiirzt wird. 

Unter Einbeziehung des Edelgas-Modells von Hartmann und Gliemann [8] 
und der Beibehaltung von Elektronendichteverteilungen sphfirischer Symmetrie 
konnten Hensen, Achatz und Mtiller [9] die Methode auf tetraedrisch gebaute 
Molektile erweitern. 

In der vorliegenden Arbeit wird das Verfahren auf die Berechnung yon Bin- 
dungsabstand und elektronischer Gesarntenergie axialsymrnetrischer Molekiile 
bzw. Molektilionen (Li f ,  Li2, Na~,  Na2) ausgedehnt, wobei nicht mehr aus- 
schlieBlich kugelsymmetrische Ladungsdicheverteilungen verwendet werden; die 
Dichteverteilung der die Bindung bewirkenden Valenzelektronen wird durch die 
yon James [10] eingeftihrte Funkt ion beschrieben. Empirische Parameter, wie sie 
im Rahmen der Methode der kombinierten Nfiherung auftreten, komrnen in 
diesem Modell nicht vor. 

2. Modellvorstellung und Rechenmethode 

Die Molektile werden jeweils aus zwei einfach positiv geladenen Alkalimetall- 
ionen A +, B + mit gleicher Kernladungszahl Z zuztiglich einem Valenzelektron 
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bzw. zwei Valenzelektronen aufgebaut. Die Elektronen der Ionen werden nach 
Gombas [1] gemfig ihrer Hauptquantenzahl n in Schalen gruppiert, wobei fi, ir 
die Dichteverteilung der N, Elektronen in der n-ten Schale der radialsymmetrische 
Ansatz 

(24.)2,+ 
Pna  + = NnA + r A" exp ( -- 2,~nra) ; PnB + = N , B  + r B exp ( -- 22,ra) 

4zc(2n) ! 4zc(2n) ! 

gewfihlt wird. Die Summen der Elektronendichten P,A + und P,B + bilden dann die 
Gesamtelektronendichten PA+ bzw, PB+ der beiden Ionen. 

Die Energie der Elektronen in der n-ten Schale setzt sich aus kinetischer und 
potentieller Energie zusammen; Austausch- und Korrelationswechselwirkung der 
Elektronen bleiben unberiicksichtigt. Das Paulische Besetzungsverbot vollbe- 
setzter Elektronenzustfinde wird durch das Besetzungsverbotspotential G (") in 
der yon Gombas [11] hergeleiteten Form eines mittleren Zusatzpotentials ersetzt. 
Es resultieren damit folgende Teilenergien: 

1. kinetische Energie 

1.1. radialer Anteil (Weizsficker-Korrektur) : Ek (") 

1.2. azimutaler Anteil: E~ (") 

1.3. Besetzungsverbot-Energie: Eg (") 

2. potentielle Energie 

2.1. Coulomb-Energie der Elektronen im Feld des Zentralkerns: pc,) ~pk 

2.2. Coulomb-Energie der Elektronen im Feld nfiher am Kern liegender Elek- 
tronensehalen : Ep~ 

2.3. elektrostatische Wechselwirkungsenergie der Elektronen innerhalb der be- 
trachteten Schale unter Einbeziehung der Korrektur  von Fermi und Amaldi: 

Die explizite Form dieser fiJr beide Ionen gleichen Beitrfige findet sich bei Hensen, 
Achatz und Mtiller [9] 1. 

Die Wechselwirkungsenergie der beiden Ionen miteinander wird unter Ver- 
nachlfissigung der Erhfhung der kinetischen Energie durch die Uberlappung der 
beiden Elektronendichten PA + und pu + [37] in folgende Terme aufgespalten : 

3.1. Coulomb-Wechselwirkungsenergie der - punktf6rmigen - Kerne: E k k  

3.2. Coulomb-Energie der Elektronen von A + im Feld des Kerns von B + und 
u m g e k e h r t :  EpkAB , E p k B A  

3.3. Coulomb-Wechselwirkungsenergie der Ladungsdichten pA + und PB+ : EeeAB 

Diese Energiebeitrfige lauten im einzelnen: 

Z 2 
Fkk 

l m  Bese tzungsverbo t spo ten t i a l  ist  der  az imuta l e  Ante i l  a u f  die von G o m b a s  [13] verbesser te  
F o r m  - 0,125ea o . r -  2 gebrach t  worden.  
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rB r A 

Die ffir die Rechnung erforderlichen Zweizentrenintegrale wurden der Arbeit von 
Roothaan [14] entnommen. 

Die Dichteverteilung der N Valenzelektronen wird durch die erstmalig von 
James [10] eingeftihrte und spfiter von Preuss [15] im Rahmen der kombinierten 
Nfiherung weiterverwendeten Funktion 

rA+rB,  rA-- ri~) 
p~=f(l+cvZ)2e -2~u I ~ -  2 R  ' v -  2R  J 

beschrieben. Diese Elektronen tragen zur Energie die folgenden Terme bei: 

4.1. radialer Anteil der kinetischen Energie: E~k v) 

4.2. Besetzungsverbot-Energie: E~ v) 

4.3. Coulomb-Energie der Valenzelektronen im Feld der Zentralkerne: E~[, ) 

4.4. Coulomb-Energie der Valenzelektronen im Feld der Ladungsverteilung der 
beiden Ionen" E ~  

4.5. elektrostatische Wechselwirkungsenergie der Bindungselektronen unterein- 
ander nur fiir N>  1 unter Einbeziehung der Korrektur von Fermi und 
Amaldi [121: E~e~ ) 

Diese Beitrfige lauten explizit: 

( @ 0  2 
k -s~Od--p~ 

E~ ~ - e f G(~)P~ & 

Ep(V) _82Z f(Pv_]_Dv~d, 
k = ,J\rA rB,I 

E;V)E=e2 f f (P A+(~O)pv(~) PB+(FO)Pv(F)'~, , 

E;Ve'=~(1-- l )e2f f  pv(r~ dTod T 
f - of 

Die Besetzungsverbots-Energie wird wie folgt erhalten: Ffir jedes Valenz- 
elektron ist der Aufenthalt in den vollbesetzten Schalen beider Ionen zu verbieten, 
wobei f f r  das Besetzungsverbotspotential fiir die Schalen eines Ions dieselbe Form 
wie im Falle des Besetzungsverbots fi]r das Valenzelektron eines Alkalimetall- 
atoms gewfihlt wird. G (~ erhfilt damit folgendes Aussehen : 

G w)= _ N~4eao(r4Ap ~ A+ + r4BPoB +) -- ~eao(rA 2 + r~ 2). 

Hierbei bedeuten P0A + une Pos+ die Ladungsdichten der Elektronen mit I= 0 yon 
A + und B +. 
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Nachdem nun alle Teilenergien berechnet sind, werden diese zur Gesamt- 
energie aufsummiert, die lediglich von den Variationsparametern und dem 
Bindungsabstand als geometrischem Parameter abhfingt: 

E s e s a m t = f ( 2 1  . . . .  Jq, c, 3, R )  

Die Bestimmung des Energieminimums erfolgt unter Variation sfimtlicher Para- 
meter mit Hilfe der Algol-Prozedur DIRECTSEARCH [17], wobei die Elektro- 
nenwechselwirkungsenergie durch Auswertung der oben angegebenen Rekursions- 
formeln, nicht aber durch Interpolation erhalten wird. 

Die Rechenzeit auf der UNIVAC-1108-Anlage des HRZ Frankfurt l iegt -  
sinnvolle Anfangswerte vorausgesetzt - bei ca. 1 bis 2 min. 

3. Ergebnisse und Diskussion 

In Tab. 1 sind die Endwerte der Minimisierungen zusammengestellt. 

Tab. 1. Endwerte derMinimisierung in at.E. 

- E  R 21 2 2 C 

Li~ 14.671 5.9494 2.6926 -0.8464 1.8616 
Li 2 14.809 5.1634 2.6964 -0.6909 1.0725 
N a ]  319.51 6.7702 10.898 3.3368 -0.9173 1.9768 
Na 2 319.63 5.9446 10.898 3.3368 -0.7579 1.1160 

Wfihrend ftir die Systeme Li~ und L i  2 relativ viele Rechnungen nach verschiedenen 
Methoden vorliegen (einige Ergebnisse sind in den Tabellen 2 und 3 zusam- 
mengestellt), sind die Arbeiten, die sich mit Na + oder Na2 beschfiftigen, weitaus 
weniger zahlreich. Insbesondere handelt es sich hier in der Regel um semi- 
empirische Verfahren, bei denen nur die Valenzelektronen quantenmechanisch 
behandelt werden und der EinfluB der Rumpfelektron%n durch ein an spektralen 
Daten geeichtes Pseudopotential simuliert wird, so dab als vergleichbares Ergebnis 
zu dieser Arbeit nur der Gleichgewichtsbindungsabstand in Betracht kommt. 

Tab. 2. Einige Literaturwerte ftir Li~ (at.E.) 

Methode R - E 

ls21sZB(2Sa+2SB) [18] 5,96 14.6517 
ls~ls2(qSA + ~bB) [18] 5,96 14.6874 
LCAO-MO-SCF [19] 6.5 14.6692 
AIM-1 [20] 6.5 14.772 
AIM-2 [20] 6.5 14.795 
Pseudopot. [21] 5.9 14.803 
FSGO [22] 6.16 12.127 
SCF [23] 5.94 14.71484 

Diese Arbeit 5.9494 14.671 

Exp. (gesch/itzt) [20] 14.811 
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Tab. 3. Einige Literaturwerte fiir Li a (at.E.) 

Methode R - E 

ls~ls~(2SA2SB) [24] 6.0 14.845 
ls~lsB(~bAqSB) [24] 5.6 14.866 
LCAO-MO-SCF [25] 5.34 14.8422 
SCF [26] 5.26 14.8716 
ODC [26] 5.43 14.8796 
7-CI [27] 5.09 14.9026 
AIM-1 [20] 5.2 14.972 
AIM-2 [20] 5.2 14.980 
AIM-3 [20] 5.0 14.989 
Pseudopot. [-28] 6.0 14.745 
Pseudopot. [21] 5.0 14.989 

Diese Arbeit 5.1634 14.809 

Exp. [29] 5.05 14.994 
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Einige diesbeztigliche Werte sind in den Tabellen 4 und 5 aufgeftihrt. Die Gesamt- 
energie far Na~- und Nae lfifSt sich jedoch aus experimentellen Daten ermitteln: 

E(Na2) = 2E(Na) + De(Na2) ; E(Na~) = 2E(Na) + De(Na ~) + I(Na) 

Mit den Werten 

erhfilt man 

E(Na)=  1162.516 at.E. [39] 

I(Na)=0.1883 at.E. [35] 

De(Na2) = - 0.0272 at.E. [38] 

De(Na~-) = - 0.0364 at.E. [40] 

E(Na2) = - 325.059 at.E. 

E(Na~) = - 324.880 at.E. 

Die Werte flit Li~ zeigen bereits, dab das in dieser Arbeit verwendete Modell 
eine sinnvolle Beschreibung der untersuchten Systeme erm6glicht, sind doch die 

Tab. 4. Gleichgewichtsbindungsabstfinde 
R fiir Na~- 

Tab. 5. Gleichgewichtsbindungsabst~inde 
R ffir Na2 

Pseudopot. [30] 6.48 SVE [33] 5,67 
Pseudopot. [30] 6.30 SS-VE [34] 5,80 
Pseudopot. [31] 6.53 Pseudopot. [35] 6,37 
Pseudopot. [31] 6.82 Pseudopot. [36] 5,7 
Pseudopot. [32] 6.7 Pseudopot. [37] 6,3 

Diese Arbeit 6.7702 Diese Arbeit 5,9446 

Exp. [40] 6.8 Exp. [38] 5,82 

Methode R (at.E.) Methode R (at.E.) 
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Ergebnisse durchaus vergleichbar den ab-initio-Rechnungen von James [18] und 
den LCAO-MO-SCF-Rechnungen von Fraga und Ransil [19], denen eine AO- 
Basis mit optimierten Orbitalexponenten zugrundeliegt. (Tab. 2, die Zeilen 1 3.) 
Die AIM-("atoms-in-molecule"-) Methode [20] (Tab. 2, die Zeilen 4 und 5) 
kommt zwar dem gesch/itzten experimentellen Energiewert etwas nfiher, liefert 
abet e inen -  verglichen mit dem sehr genauen Pseudopotentialverfahren von 
Bardsley [21] (Tab. 2, Zeile 6) und den aufwendigen SCF-Rechnungen von 
Henderson, Zemke und Wahl [23] aus neuerer Zeit (Tab. 2, Zeile 8) zu 
grol3en Gleichgewichtsbindungsabstand. Deutlich h6her als der experimentelle 
Energiewert liegt auch das von Blustin und Linnett [22] mit dem FSGO- ("floating- 
spherical-gaussian-orbital"-) Verfahren gefundene Ergebnis (Tab. 2, Zeile 7). 

Nimmt man fiir den Gleichgewichtsbindungsabstand R den durch Bards- 
ley [21] errechneten Wert, d e rnu r  wenig von dem von Henderson, Zemke und 
Wahl [23] abweicht, von 5,9 at.E. als MaBstab, so ist der in dieser Arbeit errech- 
nete Abstand nur um 0,8% gr6Ber. Als Gesamtenergie ergeben sich 99,05% des 
geschfitzten experimentellen Wertes. 

Ftir Li2 sind die Ergebnisse nicht sehr viel schlechter. Zwar liegen die nach 
verschiedenen Verfahren (ODC [26] : optimized double configuration) erhaltenen 
Resultate fiir die Energie bis auf den von Gombas [28]) mitgeteilten Wert (Tab. 3, 
Zeile 10) etwas n~iher am experimentellen Ergebnis, ftir den Gleichgewichts- 
bindungsabstand erhalten jedoch nur Ellison und Larcom [20], Bardsley [21] 
sowie Das [28] (Tab. 3, die Zeilen 9, 11, 6) gut mit dem Experiment iibereinstim- 
mende Werte. R ergibt sich mit unserem Modell um 2,2% zu grol3, die Energie 
liegt um 1,23% zu hoch. 

Die Resultate flit Na~- sind - was R betrifft - semiempirischen Pseudopoten- 
tialrechnungen vergleichbar, das Modell liefert hier 98,35% der experimentellen 
Energie und 99,6% des gesch/itzten experimentellen Gleichgewichtsbindungs- 
abstands. 

)khnliche Ergebnisse werden ftir Na2 erhalten; auch hier ergeben sich R und 
die Energie in guter fSbereinstimmung mit Theorie (SVE [33] : selected-valence- 
electron-model, SS [34] : Split-shell) und Experiment: Die Abweichung von den 
experimentellen Daten'betr/igt 2,1% ftir R und 1,67% fiir die Energie. 

Insgesamt scheint das in dieser Arbeit verwendete statistische Modell zur 
Beschreibung zweiatomiger, homoatomarer Molekiile durchaus geeignet. Es 1/iBt 
sich, ohne die Rechenzeiten zu sehr zu erhOhen, auf Molektile aus Atomen 
h6herer Perioden ausdehnen. 

Alle Rechnungen wurden auf der UNIVAC-1108-Anlage des HRZ Frankfurt 
durchgeftihrt. 
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